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1. Стандартный алгоритм численного моделирования

cлучайного вектора. Элементарные плотности распределения

С развитием вычислительной техники возрастает интерес к численным алгоритмам
решения прикладных задач, причем особую важность приобретают вычислительные
схемы, реализуемые на современной многопроцессорной технике. С этой точки зрения
весьма перспективны алгоритмы численного статистического моделирования (или ме-
тоды Монте-Карло) [1].

Основным элементом алгоритмов метода Монте-Карло является численное моде-
лирование (реализация выборочных значений на компьютере) случайных величин и
векторов (случайных точек, многомерных случайных величин). В силу относительно
медленной сходимости алгоритмов метода Монте-Карло особое внимание обращается
на эффективность (экономичность) этого моделирования.

Рассмотрим стандартный алгоритм моделирования случайных векторов (см., напри-
мер, раздел 1.5.1 книги [1]).

Известно, что плотность 𝑓𝜉(x) = 𝑓𝜉(𝑥
(1), . . . , 𝑥(𝑑)) распределения 𝑑-мерного случай-

ного вектора 𝜉 = (𝜉(𝑑), . . . , 𝜉(𝑑)) может быть 𝑑! способами разложена в произведение
условных плотностей:

𝑓𝜉(x) = 𝑓𝜉(𝑖1)
(︀
𝑥(𝑖1)

)︀
𝑓𝜉(𝑖2)

(︀
𝑥(𝑖2)|𝑥(𝑖1)

)︀
× · · · × 𝑓𝜉(𝑖𝑑)

(︀
𝑥(𝑖𝑑)|𝑥(𝑖1), 𝑥(𝑖2), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−1)

)︀
, (1.1)
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где (𝑖1, . . . , 𝑖𝑑) — некоторая перестановка номеров (1, . . . , 𝑑) (таких перестановок как раз
𝑑! штук),

𝑓𝜉(𝑖1)
(︀
𝑥(𝑖1)

)︀
=
∫︀
·· ·
∫︀
𝑓𝜉
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
𝑑𝑥(𝑖2) . . . 𝑑𝑥(𝑖𝑑),

𝑓𝜉(𝑖2)
(︀
𝑥(𝑖2)|𝑥(𝑖1)

)︀
= 𝑓𝜉(𝑖2)

(︀
𝑥(𝑖2)|𝜉(𝑖1) = 𝑥(𝑖1)

)︀
=

∫︀
·· ·
∫︀
𝑓𝜉
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
𝑑𝑥(𝑖3) . . . 𝑑𝑥(𝑖𝑑)

𝑓𝜉(𝑖1) (𝑥(𝑖1))
,

𝑓𝜉(𝑖3)
(︀
𝑥(𝑖3)|𝑥(𝑖1), 𝑥(𝑖2)

)︀
=

∫︀
·· ·
∫︀
𝑓𝜉
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
𝑑𝑥(𝑖4) . . . 𝑑𝑥(𝑖𝑑)

𝑓𝜉(𝑖1) (𝑥(𝑖1)) 𝑓𝜉(𝑖2) (𝑥(𝑖2)|𝑥(𝑖1))
,

. . .

𝑓
𝜉(𝑖𝑑−1)

(︀
𝑥(𝑖𝑑−1)|𝑥(𝑖1), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−2)

)︀
=

∫︀
𝑓𝜉
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
𝑑𝑥(𝑖𝑑)

𝑓𝜉(𝑖1) (𝑥(𝑖1)) × · · · × 𝑓
𝜉(𝑖𝑑−2) (𝑥(𝑖𝑑−2)|𝑥(𝑖1), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−3))

,

𝑓𝜉(𝑖𝑑)
(︀
𝑥(𝑖𝑑)|𝑥(𝑖1), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−1)

)︀
=

𝑓𝜉
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
𝑓𝜉(𝑖1) (𝑥(𝑖1)) × · · · × 𝑓

𝜉(𝑖𝑑−1) (𝑥(𝑖𝑑−1)|𝑥(𝑖1), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−2))
.

Каждому разложению (1.1) соответствует алгоритм моделирования случайного век-
тора 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)).

Алгоритм 1 (см., например, раздел 1.5.2 книги [1]).

1. Численно моделируем выборочное значение 𝜉
(𝑖1)
0 случайной компоненты 𝜉(𝑖1) век-

тора 𝜉 согласно плотности 𝑓𝜉(𝑖1)(𝑢).

2. Моделируем выборочное значение 𝜉
(𝑖2)
0 случайной компоненты 𝜉(𝑖2) согласно плот-

ности 𝑓𝜉(𝑖2)
(︁
𝑢|𝜉(𝑖1)0

)︁
.

3. Моделируем выборочное значение 𝜉
(𝑖3)
0 случайной компоненты 𝜉(𝑖3) согласно плот-

ности 𝑓𝜉(𝑖3)
(︁
𝑢|𝜉(𝑖1)0 , 𝜉

(𝑖2)
0

)︁
.

. . .
𝑑. Моделируем выборочное значение 𝜉

(𝑖𝑑)
0 случайной компоненты 𝜉(𝑖𝑑) согласно плот-

ности 𝑓𝜉(𝑖𝑑)
(︁
𝑢|𝜉(𝑖1)0 , . . . , 𝜉

(𝑖𝑑−1)
0

)︁
.

Заметим, что на каждом шаге алгоритма 1 моделируется одномерная случайная
величина 𝜉, распределенная в некотором интервале (𝑎, 𝑏) согласно заданной плотности
𝑓𝜉(𝑢), 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏).

Определение 1 (см. раздел 1.4.1 книги [1]). Плотность распределения 𝑓𝜉(𝑢),
𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) называется элементарной, если для нее существует относительно простая
(экономичная для компьютерных вычислений) формула метода обратной функции рас-
пределения. Это означает, что при решении уравнения

𝜉0∫︁
𝛼

𝑓𝜉(𝑢)𝑑𝑢 = 𝛼0, 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1), (1.2)

относительно верхнего предела интеграла в левой части удается получить выборочное
значение 𝜉0 в виде относительно простой композиции элементарных функций.

В формуле (1.2) (и далее) буквой “𝛼” с нижним индексом (в данном случае 𝛼0)
обозначаются выборочные значения стандартной случайной величины 𝛼 ∈ 𝑈(0, 1), рав-
номерно распределенной в интервале (0, 1) (другое название для {𝛼𝑖} — стандартные
случайные числа; см. раздел 1.1 книги [1]). Такие числа получаются на компьютере
с помощью специальных генераторов (датчиков), представляющих собой подпрограм-
мы, имеющие в языках программирования названия 𝑅𝐴𝑁𝐷 или 𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀 .
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В качестве примера элементарной плотности приведем плотность степенного рас-
пределения 𝑓𝜉(𝑢) = (𝜆+ 1)𝑢𝜆, 0 < 𝑢 < 1, 𝜆 > 0, для которой из уравнения (1.2) получа-
ем хорошо известную (см., например, раздел 1.4.1 книги [1]) моделирующую формулу

𝜉0 = 𝛼
1/(𝜆+1)
0 .

В качестве примера плотности, которая не является элементарной, можно привести
плотность широко применяемого стандартного нормального (гауссовского)
распределения

𝑓𝜉(𝑢) =
1√
2𝜋
𝑒−𝑢2/2, −∞ < 𝑢 < +∞; (1.3)

здесь интеграл в левой части уравнения (1.2) не берется аналитически (в элементарных
функциях). К слову, для распределения (1.3) хорошо известен эффективный специаль-
ный алгоритм численного моделирования — формулы Бокса — Мюллера — см., в част-
ности, [1, 2], а также раздел 4 данной статьи — формулы (4.8).

На практике (и в данной работе) эффективными (экономичными) считаются (и, как
правило, оказываются) те версии алгоритма 1, для которых на каждом шаге использу-
ется элементарная плотность.

Здесь уместно отметить, что, с одной стороны, далеко не каждая совместная плот-
ность 𝑑-мерного случайного вектора имеет хотя бы одно из 𝑑! разложений вида (1.1),
дающее эффективный (с элементарными плотностями на каждом шаге) стандартный
алгоритм 1. С другой стороны, в подавляющем большинстве алгоритмов метода Монте-
Карло имеется возможность выбирать “удобные” для моделирования (с помощью алго-
ритма 1) плотности 𝑓𝜉(x) (см., например, раздел 1.5.3 книги [1]).

2. Основное определение и основное замечание

Введем важное новое понятие, основанное на следующем широко известном факте.
Утверждение 1 (теорема о замене случайных переменных; см., например, раз-

дел 1.4.4 книги [1]). Пусть

𝑦(𝑗) = Φ(𝑗)
(︀
𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)

)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, (2.1)

— взаимно-однозначное дифференцируемое отображение области 𝐴 в пространстве с
координатами {𝑥(𝑖)} = {𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)} на область 𝐵 в пространстве с координатами
{𝑦(𝑗)} = {𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑)}. Если плотность случайного вектора 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)) в 𝐴 равна
𝑓𝜉(𝑥

(1), . . . , 𝑥(𝑑)), то плотность распределения случайного вектора

𝜃 =
(︀
𝜃(1), . . . , 𝜃(𝑑)

)︀
∈ 𝐵, где 𝜃(𝑗) = Φ(𝑗)

(︀
𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)

)︀
, (2.2)

имеет вид

𝑓𝜃
(︀
𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑)

)︀
= 𝑓𝜃(y) = 𝑓𝜉

(︀
𝑥(1)(y), . . . , 𝑥(𝑑)(y)

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒𝜕
(︀
𝑥(1)(y), . . . , 𝑥(𝑑)(y)

)︀
𝜕 (𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑))

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

В правой части последнего соотношения компоненты 𝑥(𝑖) должны быть выражены через

y = (𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑)), а

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥(1)(y), . . . , 𝑥(𝑑)(y))

𝜕(𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑))

⃒⃒⃒⃒
есть якобиан перехода от координат {𝑦(𝑗)}

к координатам {𝑥(𝑖)} — обратного к отображению (2.1).
Определение 2. Взаимно-однозначное отображение (2.1) назовем вычислимым мо-

делируемым преобразованием декартовых координат для случайного вектора 𝜉, если
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в декартовых координатах {𝑥(𝑖)} для вектора 𝜉 не удается построить разложение (1.1)
с моделируемыми (например, элементарными) условными плотностями 𝑓𝜉(𝑖1)

(︀
𝑥(𝑖1)

)︀
,

𝑓𝜉(𝑖2)
(︀
𝑥(𝑖2)|𝑥(𝑖1)

)︀
, . . . , 𝑓𝜉(𝑖𝑑)

(︀
𝑥(𝑖𝑑)|𝑥(𝑖1), 𝑥(𝑖2), . . . , 𝑥(𝑖𝑑−1)

)︀
(и соответствующий эффективный

алгоритм 1), а для вектора 𝜃 вида (2.2) такие разложение и эффективный вариант ал-
горитма 1 построить удается; кроме того, само отображение (2.1) и обратное к нему
отображение

𝑥(𝑖) =
(︀
Φ−1

)︀(𝑖)
(𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑑)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑑, (2.3)

можно представить в виде вычислимых на компьютере композиций элементарных
функций.

Сформулируем следующее важное замечание.
Замечание 1. Построение примеров вычислимых моделируемых преобразований

декартовых координат для 𝑑-мерных случайных векторов 𝜉 (для 𝑑 > 1) с различными
многомерными распределениями представляет собой содержательную (часто — не про-
стую) исследовательскую задачу. Данная работа посвящена нюансам построения и при-
менения этих преобразований.

3. Использование классических преобразований

В первую очередь отметим, что содержательные примеры вычислимых моделируемых
преобразований декартовых координат получаются только для многомерного случая
𝑑 > 1. Действительно, если плотность одномерного распределения 𝑓𝜃(𝑦) элементарна,
т. е. для моделирования выборочного значения 𝜃0 случайной величины 𝜃 из соответ-
ствующего уравнения вида (1.2) получается экономичная формула 𝜃0 = 𝜓𝜃(𝛼0) (здесь
𝜓𝜃(·) — композиция элементарных функций), а также имеется представление вида (2.3)
𝑥 = Φ−1(𝑦), то для случайной величины 𝜉 = Φ−1(𝜃) получается моделирующая форму-
ла 𝜉0 = Φ−1[𝜓𝜃(𝛼0)], где Φ−1𝜓𝜃(·) — композиция элементарных функций. Таким обра-
зом, исходная случайная величина 𝜉 обладает элементарной плотностью распределения
(и потому не удовлетворяет определению 2).

Необходимость использования вычислимых моделируемых преобразований чаще все-
го возникает при моделировании случайных векторов 𝜉, распределенных в областях
с криволинейными границами (т. е. в областях, отличных от прямоугольных). Приве-
дем соответствующие примеры, в которых вычислимыми моделируемыми оказываются
классические преобразования математического анализа (см., например, [3]).

Пример 1. Пусть требуется построить алгоритм численного моделирования дву-
мерной случайной величины (вектора) 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2)), распределенной согласно
плотности

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣) =

⎧⎨⎩ 3
√
𝑢2 + 𝑣2

2𝜋𝑅3
при (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺(2,𝑅)

0 иначе
(3.1)

в круге

𝐺(2,𝑅) =
{︁

(𝑢, 𝑣) :
√
𝑢2 + 𝑣2 < 𝑅

}︁
. (3.2)

Рассмотрим одно из двух (эквивалентных, в силу симметрии графика функции (3.1)
относительно осей координат 0𝑢 и 0𝑣) разложений вида (1.1) для плотности (3.1):

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝜉(1)(𝑢)𝑓𝜉(2)(𝑣|𝑢),
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где

𝑓𝜉(1)(𝑢) =

√
𝑅2−𝑢2∫︁

−
√
𝑅2−𝑢2

3
√
𝑢2 + 𝑣2𝑑𝑣

2𝜋𝑅3
=

3
[︀
𝑣
√
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑢2 ln

(︀
𝑣 +

√
𝑢2 + 𝑣2

)︀]︀
4𝜋𝑅3

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
𝑅2−𝑢2

−
√
𝑅2−𝑢2

=

= 3
4𝜋𝑅3

[︃
2𝑅

√
𝑅2 − 𝑢2 + 𝑢2 ln

(︀
𝑅 +

√
𝑅2 − 𝑢2

)︀2
𝑢2

]︃
, −𝑅 < 𝑢 < 𝑅, (3.3)

𝑓𝜉(2)(𝑣|𝑢)=
𝑓𝜉(𝑢, 𝑣)

𝑓𝜉(1)(𝑢)
=

2
√
𝑣2+𝑢2

2𝑅
√
𝑅2−𝑢2+𝑢2 ln

(︀
𝑅+

√
𝑅2−𝑢2

)︀2
𝑢2

, −
√
𝑅2−𝑢2<𝑣<

√
𝑅2−𝑢2 (3.4)

(см. раздел 2.271-3 книги [4]).
Несложно проверить, что плотности (3.3), (3.4) не являются элементарными.
Учитывая, что моделируемый двумерный случайный вектор 𝜉 распределен в кру-

ге (3.2), здесь целесообразно рассмотреть взаимно-однозначное преобразование Φ(𝑢, 𝑣),
описывающее переход от двумерных декартовых координат {𝑢, 𝑣} к полярным коорди-
натам {𝑟, 𝜑}. Обратное к Φ(𝑢, 𝑣) преобразование (2.3) определяется формулами

𝑢 = 𝑟 sin𝜑, 𝑣 = 𝑟 cos𝜑, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋 (3.5)

(см., например, раздел 604.1 книги [3]).
Рассмотрим также случайный вектор

(𝜌, 𝜙) = Φ
(︀
𝜉(1), 𝜉(2)

)︀
, (3.6)

где вектор 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2)) имеет плотность распределения (3.1).
Согласно утверждению 1, с учетом того, что якобиан преобразования (3.5), обрат-

ного к Φ(𝑢, 𝑣), равен ⃒⃒⃒⃒
𝜕[𝑢(𝑟, 𝜑), 𝑣(𝑟, 𝜑)]

𝜕(𝑟, 𝜑)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑟 (3.7)

(см., например, раздел 604.1 книги [3]) и 𝑟 =
√
𝑢2 + 𝑣2, получаем, что плотность рас-

пределения вектора (3.6) равна

𝑓(𝜌,𝜙)(𝑟, 𝜑) =
3𝑟2

2𝜋𝑅3
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋. (3.8)

Заметим, что

𝑓𝜌(𝑟) =

2𝜋∫︁
0

3𝑟2𝑑𝜑

2𝜋𝑅3
=

3𝑟2

𝑅3
, 𝑓𝜙(𝜑|𝑟) =

𝑓(𝜌,𝜙)(𝑟, 𝜑)

𝑓𝜌(𝑟)
≡ 1

2𝜋
=

𝑅∫︁
0

3𝑟2𝑑𝑟

2𝜋𝑅3
= 𝑓𝜙(𝜑), (3.9)

где 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋.
Таким образом, плотность (3.8) представима в виде

𝑓(𝜌,𝜙)(𝑟, 𝜑) = 𝑓𝜌(𝑟)𝑓𝜙(𝜑), 𝑓𝜌(𝑟) =
3𝑟2

𝑅3
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 𝑓𝜙(𝜑) ≡ 1

2𝜋
, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋. (3.10)
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Это означает, что компоненты случайного вектора (𝜌, 𝜙), определяемого соотноше-
нием (3.6), независимы и распределены согласно элементарным плотностям 𝑓𝜌(𝑟) и 𝑓𝜙(𝜑)
из соотношения (3.10). Решая соответствующие уравнения (1.2), получаем моделирую-
щие формулы

𝜌0 = 𝑅 3
√
𝛼1, 𝜙0 = 2𝜋𝛼2, (3.11)

где 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа.
С учетом соотношений (3.5) и (3.11) получаем моделирующие формулы для двумер-

ного случайного вектора

𝜉
(1)
0 = 𝑅 3

√
𝛼1 sin 2𝜋𝛼2, 𝜉

(2)
0 = 𝑅 3

√
𝛼1 cos 2𝜋𝛼2, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1).

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декарто-
вых координат {𝑢, 𝑣} к полярным координатам {𝑟, 𝜑} является вычислимым моделируе-
мым для двумерного случайного вектора 𝜉 с распределением (3.1). Описание примера 1
закончено.

Пример 2. Пусть требуется построить алгоритм численного моделирования трех-
мерной случайной величины (вектора) 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), распределенной согласно
плотности

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

⎧⎨⎩ 105(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)
(︀
1 −

√
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︀2
4𝜋

при (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐺(3,𝑅=1)

0 иначе
(3.12)

в единичном шаре

𝐺(3,𝑅) =
{︁

(𝑢, 𝑣, 𝑤) :
√
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 < 𝑅

}︁
(3.13)

для 𝑅 = 1.
Выкладки, аналогичные (3.3), (3.4), для плотности (3.12) подтверждают то, что в де-

картовых координатах {𝑢, 𝑣, 𝑤} прямое применение алгоритма 1 для моделирования
рассматриваемого случайного вектора 𝜉 не дает экономичных моделирующих формул
метода обратной функции распределения для всех компонент этой точки.

По аналогии с примером 1 учтем, что речь идет о моделировании случайной точки,
распределенной в шаре (3.13), и поэтому целесообразно применить утверждение 1 и pас-
смотреть взаимно-однозначное преобразование Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤), описывающее переход от де-
картовых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃}. Обратное к Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤)
преобразование (2.3) определяется формулами

𝑢 = 𝑟 sin𝜑 sin 𝜃, 𝑣 = 𝑟 cos𝜑 sin 𝜃, 𝑤 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋 (3.14)

(см., например, раздел 656.2 книги [3]).
Якобиан преобразования (3.14), обратного к Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤), равен⃒⃒⃒⃒

𝜕[𝑢(𝑟, 𝜑, 𝜃), 𝑣(𝑟, 𝜑, 𝜃), 𝑤(𝑟, 𝜑, 𝜃)]

𝜕(𝑟, 𝜑, 𝜃)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑟2 sin 𝜃 (3.15)

(см., например, раздел 656.2 книги [3]), и в соответствии с утверждением 1 плотность
случайного вектора (︁

𝜌, 𝜙, 𝜃
)︁

= Φ
(︀
𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)

)︀
(3.16)
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(здесь вектор 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)) распределен согласно плотности распределения (3.12))
имеет вид

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) =
105𝑟4(1 − 𝑟)2 sin 𝜃

4𝜋
, 0 ≤ 𝑟 < 1, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋.

Реализуя выкладки типа (3.9), получаем следующий аналог соотношения (3.10):

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) = 𝑓𝜌(𝑟)𝑓𝜙(𝜑)𝑓𝜃(𝜃) =
[︀
105𝑟4(1 − 𝑟)2

]︀(︂ 1

2𝜋

)︂(︂
sin 𝜃

2

)︂
. (3.17)

Это означает, что компоненты случайного вектора
(︁
𝜌, 𝜙, 𝜃

)︁
, определяемого соотношени-

ем (3.16), независимы и распределены согласно моделируемым плотностям 𝑓𝜌(𝑟), 𝑓𝜙(𝜑)
и 𝑓𝜃(𝜃) из соотношения (3.17). В частности, плотности 𝑓𝜙(𝜑) и 𝑓𝜃(𝜃) являются элемен-
тарными. Решая соответствующие уравнения (1.2), получаем моделирующие формулы

𝜙0 = 2𝜋𝛼1, cos 𝜃0 = 1 − 2𝛼2, (3.18)

где 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа.
В свою очередь, случайный радиус 𝜌 имеет бета-распределение 𝜌 = 𝛽(𝜇,𝜈) с целыми

параметрами 𝜇 = 5 и 𝜈 = 3. Для такого распределения наиболее эффективной (эконо-
мичной) является моделирующая формула

𝛽
(𝜇,𝜈)
0 =

𝜈∏︁
𝑖=1

𝛼
1/(𝜇+𝑖−1)
𝑖 , 𝛼𝑖 ∈ 𝑈(0, 1)

(см. [1, 5]), и поэтому для моделирования случайного радиуса 𝜌 следует использовать
формулу

𝜌0 = 5
√
𝛼3

6
√
𝛼4

7
√
𝛼5, (3.19)

где 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа.
Согласно формулам (3.14), (3.18), (3.19), декартовы координаты выборочного зна-

чения 𝜉0 моделируемого случайного вектора 𝜉 равны

𝜉
(1)
0 = sin(2𝜋𝛼1)2

√︀
𝛼2(1 − 𝛼2) 5

√
𝛼3

6
√
𝛼4

7
√
𝛼5,

𝜉
(2)
0 = cos(2𝜋𝛼1)2

√︀
𝛼2(1 − 𝛼2) 5

√
𝛼3

6
√
𝛼4

7
√
𝛼5, (3.20)

𝜉
(3)
0 = (1 − 2𝛼2) 5

√
𝛼3

6
√
𝛼4

7
√
𝛼5; 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5 ∈ 𝑈(0, 1).

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декар-
товых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} является вычислимым
моделируемым для трехмерного случайного вектора 𝜉 с распределением (3.12). Описа-
ние примера 2 закончено.

Примеры 1 и 2 являются частными случаями ситуаций, когда моделируется
𝑑-мерная случайная точка 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)) (для 𝑑 = 2 и 𝑑 = 3 соответственно), рас-
пределенная в 𝑑-мерном шаре радиуса 𝑅

𝐺(𝑑,𝑅) =

{︂
x = (𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) : ‖x‖ =

√︁
(𝑥(1))

2
+ · · · + (𝑥(𝑑))

2
< 𝑅

}︂
(3.21)
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(см. формулы (3.2) и (3.13)). При этом в декартовых координатах эффективных (эко-
номичных) моделирующих формул выписать не удается и применяется преобразование
Φ(x) = Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) вида (2.1), описывающее переход от декартовых координат {𝑥(𝑖)}
к гиперсферическим координатам {𝑟,𝜑} = {𝑟, 𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−1)}.

Обратное к Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) преобразование вида (2.3) описывается известными фор-
мулами обобщенного полярного преобразования (см., например, раздел 676.12
книги [3]):

𝑥(1) = 𝑟 sin𝜑(1) sin𝜑(2) × · · · × sin𝜑(𝑑−1),

. . .

𝑥(𝑖) = 𝑟 cos𝜑(𝑖−1) sin𝜑(𝑖) × · · · × sin𝜑(𝑑−1), 𝑖 = 2, . . . , 𝑑− 1, (3.22)

. . .

𝑥(𝑑) = 𝑟 cos𝜑(𝑑−1), 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑(1) < 2𝜋, 0 ≤ 𝜑(𝑖) < 𝜋, 𝑖 = 2, . . . , 𝑑− 1.

Отметим, что формулы (3.5), (3.14) являются частными случаями преобразования (3.22)
для 𝑑 = 2 и 𝑑 = 3 соответственно.

Якобиан этого, обратного к Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)), преобразования равен⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥(1)(𝑟,𝜑), . . . , 𝑢(𝑑)(𝑟,𝜑))

𝜕(𝑟, 𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−1))

⃒⃒⃒⃒
= 𝑟𝑑−1 sin𝜑(2) sin2 𝜑(3) × · · · × sin𝑑−2 𝜑(𝑑−1) (3.23)

(см., например, раздел 676.12 книги [3]). Отметим, что формулы (3.7), (3.15) являются
частными случаями преобразования (3.23) для 𝑑 = 2 и 𝑑 = 3 соответственно.

Замечание 2. Построение примеров, в которых вычислимым моделируемым ока-
зывается преобразование Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)), обратное к (3.22), для размерностей 𝑑 > 3
весьма затруднено в связи с тем, что не имеется компактных формул записи само-
го преобразования Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) вида (2.1). Имеются лишь выражения для радиуса
𝑟 =

√︀
(𝑥(1))2 + · · · + (𝑥(𝑑))2 и для косинуса компоненты 𝜑(𝑑−1) : cos𝜑(𝑑−1) =

= 𝑥(𝑑)/
√︀

(𝑥(1))2 + · · · + (𝑥(𝑑))2 (см. далее примеры 5 и 6 из раздела 6 данной статьи),
а для компонент (“углов”) 𝜑 = {𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−2)} подобных простых выражений нет.

Отметим также, что с ростом размерности 𝑑 усложняется выражение для якобиа-
на (3.23). Последнее обстоятельство сказывается в том числе при рассмотрении одно-
временно простой и практически значимой задачи о моделировании 𝑑-мерной точки,
равномерно распределенной в шаре (3.21) — см. далее раздел 4 данной работы.

Приведем еще два примера вычислимых моделируемых преобразований.
Пример 3. Пусть требуется построить алгоритм моделирования случайной точки

𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2)), распределенной в области

𝐷(+) =
{︀

(1 ≤ 𝑢 ≤ 2, 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑢2/2 − 1/2) ∪ (2 ≤ 𝑢 ≤ 4, 0 ≤ 𝑣 ≤ −𝑢2/8 + 2)
}︀

(3.24)

согласно плотности распределения

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣) =

⎧⎨⎩
1√

𝑢2 + 𝑣2
при (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷(+),

0 иначе.
(3.25)

По аналогии с выкладками (3.3) из примера 1 можно констатировать, что перво-
образная функция (3.25) при интегрировании по 𝑢 или по 𝑣 имеет довольно сложный
вид:
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∫︁
𝑑𝑣√
𝑢2 + 𝑣2

= ln
(︁
𝑣 +

√
𝑢2 + 𝑣2

)︁
(см. раздел 2.271-4 из книги [4]). Кроме того, относительно сложный вид имеет так-
же и криволинейная область (3.24). Поэтому построить подходящее разложение (1.1)
и эффективный алгоритм 1 в декартовых координатах не удается.

Рассмотрим параболические координаты (𝑠, 𝑡) (см., например, раздел 604.4
книги [3]), для которых

𝑢 = 𝑠𝑡, 𝑣 =
1

2
(𝑠2 − 𝑡2). (3.26)

Заметим, что преобразование (3.26) объединения области (3.24) с областью

𝐷(−) =
{︀

(1 ≤ 𝑢 ≤ 2, −𝑢2/2 + 1/2 ≤ 𝑣 ≤ 0) ∪ (2 ≤ 𝑢 ≤ 4, 𝑢2/8 − 2 ≤ 𝑣 ≤ 0)
}︀

(это симметричное отражение области 𝐷(+) относительно оси 0𝑢) представляет собой
квадрат с единичным ребром ∆ = {(𝑠, 𝑡) : 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 2}.

Учитывая, что якобиан преобразования (3.26) равен 𝑠2 + 𝑡2 = 2
√︀
𝑢2(𝑠, 𝑡) + 𝑣2(𝑠, 𝑡),

из утверждения 1 получаем, что плотность распределения вектора (𝜁, 𝜏) = Φ(𝜉(1), 𝜉(2))
(здесь Φ — преобразование, обратное к (3.26)) является плотностью равномерного рас-
пределения на “половинке” (при 𝑠 ≥ 𝑡) квадрата ∆:

𝑓(𝜁,𝜏)(𝑠, 𝑡) =
1√︀

𝑢2(𝑠, 𝑡) + 𝑣2(𝑠, 𝑡)
2
√︀
𝑢2(𝑠, 𝑡) + 𝑣2(𝑠, 𝑡) ≡ 2, 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 2, 𝑠 ≥ 𝑡.

В результате получаем следующий алгоритм численного моделирования случайной
точки 𝜉.

Алгоритм 2. Реализуем два стандартных случайных числа 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) и пола-

гаем 𝛼
(1)
0 = max(𝛼1, 𝛼2), 𝛼

(2)
0 = min(𝛼1, 𝛼2). Моделирующие формулы для выборочных

значений
(︁
𝜉
(1)
0 , 𝜉

(2)
0

)︁
случайного вектора (𝜉(1), 𝜉(2)), распределенного согласно плотнос-

ти (3.25) в области (3.24), имеют следующий вид:

𝜉
(1)
0 = (1 + 𝛼

(1)
0 )(1 + 𝛼

(2)
0 ), 𝜉

(2)
0 =

(𝛼
(1)
0 − 𝛼

(2)
0 )(2 + 𝛼

(1)
0 + 𝛼

(2)
0 )

2
.

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декар-
товых координат {𝑢, 𝑣} к параболическим координатам {𝑠, 𝑡} является вычислимым
моделируемым для двумерного случайного вектора 𝜉 с распределением (3.25) в обла-
сти (3.24). Описание примера 3 закончено.

Пример 4. Пусть требуется построить алгоритм численного моделирования трех-
мерной случайной величины (вектора) 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), распределенной согласно
плотности

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒−(

√
𝑢2+𝑣2+𝑤)

2𝜋(1 − 𝑒−𝑅)(1 − 𝑒−𝐻)
√
𝑢2 + 𝑣2

при (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐶(𝑅,𝐻)

0 иначе

(3.27)

в цилиндре

𝐶(𝑅,𝐻) =
{︁

(𝑢, 𝑣, 𝑤) :
√
𝑢2 + 𝑣2 < 𝑅, 0 < 𝑤 < 𝐻

}︁
. (3.28)
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С помощью выкладок, аналогичных (3.3), (3.4), для плотности (3.27) несложно об-
наружить, что компонента 𝜉(3) независима от двух других компонент 𝜉(1), 𝜉(2) и распре-
делена согласно элементарной плотности

𝑓𝜉(3)(𝑤) =
𝑒−𝑤

1 − 𝑒−𝐻
, 0 < 𝑤 < 𝐻 (3.29)

(это усеченное экспоненциальное распределение) с моделирующей формулой

𝜉
(3)
0 = − ln

[︀
1 − 𝛼3(1 − 𝑒−𝐻)

]︀
, 𝛼3 ∈ 𝑈(0, 1) (3.30)

(см. раздел 1.7.5 книги [1]).
Выкладки, аналогичные (3.3), (3.4), подтверждают то, что в декартовых коорди-

натах {𝑢, 𝑣, 𝑤} прямое применение алгоритма 1 для моделирования рассматриваемого
случайного вектора 𝜉 не дает экономичных моделирующих формул метода обратной
функции распределения для всех компонент этой точки. Например, для плотности рас-
пределения первой компоненты с учетом соотношения (3.29) получаем

𝑓𝜉(1)(𝑢) =

√
𝑅2−𝑢2∫︁

−
√
𝑅2−𝑢2

𝐻∫︁
0

𝑒−(
√
𝑢2+𝑣2+𝑤)𝑑𝑣𝑑𝑤

2𝜋(1 − 𝑒−𝑅)(1 − 𝑒−𝐻)
√
𝑢2 + 𝑣2

=

=
1

2𝜋(1 − 𝑒−𝑅)

√
𝑅2−𝑢2∫︁

−
√
𝑅2−𝑢2

𝑒−
√
𝑢2+𝑣2𝑑𝑣√
𝑢2 + 𝑣2

, −𝑅 < 𝑢 < 𝑅.

Последний интеграл не берется аналитически, и поэтому плотность 𝑓𝜉(1)(𝑢) не является

элементарной (так же, как и 𝑓𝜉(2)(𝑣|𝜉(1) = 𝑢)).
Учитывая то, что речь идет о моделировании случайной точки, распределенной в ци-

линдре (3.28), рассмотрим взаимно-однозначное преобразование Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤), описываю-
щее переход от трехмерных декартовых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к цилиндрическим коорди-
натам {𝑟, 𝜑, 𝑧}. Обратное к Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤) преобразование определяется следующим образом
(см. раздел 656.1 книги [3]):

𝑢 = 𝑟 cos𝜑, 𝑣 = 𝑟 sin𝜑, 𝑤 = 𝑧, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, −∞ < 𝑧 < +∞. (3.31)

Рассмотрим также случайный вектор

(𝜌, 𝜙, 𝜁) = Φ(𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), (3.32)

где вектор 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)) имеет плотность распределения (3.27).

Согласно утверждению 1, с учетом того, что якобиан

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑧), 𝑣(𝑟, 𝜑, 𝑧), 𝑤(𝑟, 𝜑, 𝑧))

𝜕(𝑟, 𝜑, 𝑧)

⃒⃒⃒⃒
равен 𝑟 (это следствие соотношений (3.7), (3.31)), получаем плотность распределения
вектора (3.32) и (по аналогии с выкладками (3.9), (3.10)) ее разложение вида (1.1):

𝑓(𝜌,𝜙,𝜁)(𝑟, 𝜑, 𝑧) =
𝑒−(𝑟+𝑧)

2𝜋(1 − 𝑒−𝑅)(1 − 𝑒−𝐻)
=

(︂
𝑒−𝑟

1 − 𝑒−𝑅

)︂(︂
1

2𝜋

)︂(︂
𝑒−𝑧

1 − 𝑒−𝐻

)︂
,

где 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 < 𝑧 < 𝐻.
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Это означает, что компоненты случайного вектора (𝜌, 𝜙, 𝜁), определяемого соотно-
шением (3.32), независимы и распределены согласно элементарным плотностям: одна
представляет плотность равномерного распределения, а две другие имеют вид (3.29).
С учетом соотношений (3.11), (3.30), (3.31) получаем моделирующие формулы

𝜉
(1)
0 = − ln

[︀
1 − 𝛼1(1 − 𝑒−𝑅)

]︀
cos 2𝜋𝛼2, 𝜉

(2)
0 = − ln

[︀
1 − 𝛼1(1 − 𝑒−𝑅)

]︀
sin 2𝜋𝛼2,

𝜉(3) = − ln
[︀
1 − 𝛼3(1 − 𝑒−𝐻)

]︀
, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ 𝑈(0, 1). (3.33)

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декарто-
вых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к цилиндрическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝑧} является вычислимым
моделируемым для трехмерного случайного вектора 𝜉 с распределением (3.27). Описа-
ние примера 4 закончено.

4. Моделирование случайного изотропного вектора

и гауссовского распределения

Определенным недостатком примеров 1–4 является то, что трудно указать известные
практические применения распределений, рассмотренных в этих примерах. Укажем
практически значимые (и по большей части хорошо известные) вычислимые моделиру-
емые преобразования декартовых координат.

Важным приложением таких преобразований является моделирование многомерно-
го случайного изотропного вектора.

Определение 3 (см., например, раздел 1.10.2 книги [1]). Случайный вектор
𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)) называется изотропным, если точка 𝜔 = 𝜉/‖𝜉‖ равномерно распреде-
лена на поверхности 𝑑-мерной сферы единичного радиуса с центром в начале координат

и не зависит от длины 𝜉‖ =

√︁
(𝜉(1))

2
+ · · · + (𝜉(𝑑))

2
.

Численные (реализованные на компьютере) выборочные значения {𝜉𝑖} изотропного
случайного вектора 𝜉 относительно небольшой размерности 𝑑 = 1−3 широко использу-
ются в имитационных и весовых алгоритмах компьютерной реализации траекторий об-
рывающихся цепей Маркова различной природы (моделирование движения частиц, ал-
горитмы блуждания по сферам, шарам и границам для решения краевых задач и др.) —
см., например, [1, 6–8]. Другое возможное применение выборочных значений {𝜉𝑖} связа-
но с тестированием вычислительных алгоритмов линейной алгебры. Но самым важным
применением алгоритмов реализации выборочных значений {𝜉𝑖} изотропного случай-
ного вектора 𝜉 является численное моделирование случайных величин со стандартным
нормальным распределением (1.3).

Утверждение 2 (см., например, раздел 1.10.2 книги [1]). Если 𝜉 — изотропный слу-
чайный вектор, квадрат длины которого имеет 𝜒2-распределение с 𝑑 степенями свободы
(здесь 𝑑 ≥ 2), то его компоненты 𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑) независимы и одинаково распределены
с плотностью (1.3).

Из соображений симметрии следует, что задачу численного моделирования изотроп-
ного вектора можно свести к задаче моделирования случайной точки 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)),
равномерно распределенной в 𝑑-мерном шаре (3.21) согласно плотности распределения

𝑓𝜉(𝑥
(1), . . . , 𝑥(𝑑)) =

{︃ 1

�̄�(𝑑,𝑅)
при (𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) ∈ 𝐺(𝑑,𝑅),

0 иначе.
(4.1)
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Здесь �̄�(𝑑,𝑅) =
𝜋𝑑/2𝑅𝑑

Γ(𝑑/2 + 1)
— объем шара 𝐺(𝑑,𝑅), а Γ(𝜈) =

+∞∫︁
0

𝑤𝜈−1𝑒−𝑤𝑑𝑤 — гамма-

функция.
По аналогии с рассуждениями из примера 1 получаем, что уже для двумерного слу-

чая (𝑑 = 2) моделирование случайной точки 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2)), равномерно распределенной
в круге (3.2), в декартовых координатах затруднено.

Действительно, по аналогии с формулами (3.3), (3.4) здесь имеем

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣) ≡ 1

𝜋𝑅2
= 𝑓𝜉(1)(𝑢)𝑓𝜉(2)(𝑣|𝑢), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺(2,𝑅),

𝑓𝜉(1)(𝑢) =

√
𝑅2−𝑢2∫︁

−
√
𝑅2−𝑢2

𝑑𝑣

𝜋𝑅2
=

2

𝜋𝑅2

√
𝑅2 − 𝑢2, −𝑅 < 𝑢 < 𝑅, (4.2)

𝑓𝜉(2)(𝑣|𝑢) =
𝑓𝜉(𝑢, 𝑣)

𝑓𝜉(1)(𝑢)
≡ 1

2
√
𝑅2 − 𝑢2

, −
√
𝑅2 − 𝑢2 < 𝑣 <

√
𝑅2 − 𝑢2. (4.3)

Для каждого фиксированного 𝑢 ∈ (−𝑅,𝑅) плотность (4.3) является элементар-
ной. Конкретнее, это плотность равномерного распределения на интервале

(︀
−
√
𝑅2 − 𝑢2 ,√

𝑅2 − 𝑢2
)︀
с моделирующей формулой

𝜉
(2)
0 = −

√
𝑅2 − 𝑢2 + 2

√
𝑅2 − 𝑢2𝛼2, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1),

полученной из уравнения вида (1.2) для плотности (3.4). Однако плотность (4.2) не яв-
ляется элементарной, так как уравнение вида (1.2) для этой плотности

2

𝜋𝑅2

𝜉
(1)
0∫︁

−𝑅

√
𝑅2 − 𝑢2𝑑𝑢 = 𝛼1, 𝛼1 ∈ 𝑈(0, 1),

сводится к соотношению

𝜉
(1)
0

√︂
𝑅2 −

(︁
𝜉
(1)
0

)︁2
+𝑅2 arcsin

(︃
𝜉
(1)
0

𝑅

)︃
+
𝜋𝑅2

2
= 𝜋𝑅2𝛼1

(см. раздел 2.271-3 книги [4]), которое неразрешимо в элементарных функциях относи-

тельно 𝜉
(1)
0 .

Таким образом, уже для 𝑑 = 2 (а тем более и для 𝑑 > 2) прямое применение алго-
ритма 1 для моделирования случайной точки, равномерно распределенной в 𝑑-мерном
шаре 𝐺(𝑑,𝑅), не дает экономичных моделирующих формул метода обратной функции
распределения для всех компонент этой точки.

По аналогии с примером 1 переход к полярным координатам (3.5) и к вектору (3.6)
с учетом утверждения 1 и соотношения (3.7) дает плотность

𝑓(𝜌,𝜙)(𝑟, 𝜑) =
𝑟

𝜋𝑅2
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋,

для которой выкладки типа (3.9) дают представление

𝑓(𝜌,𝜙)(𝑟, 𝜑) = 𝑓𝜌(𝑟)𝑓𝜙(𝜑), 𝑓𝜌(𝑟) =
2𝑟

𝑅2
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 𝑓𝜙(𝜑) ≡ 1

2𝜋
, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋. (4.4)
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Это означает, что компоненты случайного вектора (𝜌, 𝜙), определяемого соотношени-
ем (3.6), независимы и распределены согласно элементарным плотностям 𝑓𝜌(𝑟) и 𝑓𝜙(𝜑)
из соотношения (4.4). Решая соответствующие уравнения (1.2), получаем моделирую-
щие формулы

𝜌0 = 𝑅
√
𝛼1, 𝜙0 = 2𝜋𝛼2, (4.5)

где 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа.
С учетом соотношений (3.8) и (4.5) получаем моделирующие формулы для двумер-

ного случайного вектора с распределением (4.1):

𝜉
(1)
0 = 𝑅

√
𝛼1 sin 2𝜋𝛼2, 𝜉

(2)
0 = 𝑅

√
𝛼1 cos 2𝜋𝛼2. (4.6)

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декарто-
вых координат {𝑢, 𝑣} к полярным координатам {𝑟, 𝜑} является вычислимым моделиру-
емым для двумерного случайного вектора 𝜉 с распределением (4.1).

Поскольку длина вектора (4.6) равна ‖𝜉‖ =

√︂(︁
𝜉
(1)
0

)︁2
+
(︁
𝜉
(2)
0

)︁2
= 𝑅

√
𝛼1, получаем

хорошо известные (см., например, раздел 1.10.2 книги [1]) формулы моделирования
двумерного единичного изотропного случайного вектора:

𝜔0 =
(︁
𝜔
(1)
0 , 𝜔

(2)
0

)︁
= (sin 2𝜋𝛼0, cos 2𝜋𝛼0) , (4.7)

где 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартное случайное число.
Из утверждения 2, формул (4.7) и того факта, что плотность 𝜒2-распределения с дву-

мя степенями свободы совпадает с элементарной плотностью экспоненциального рас-
пределения

𝑓𝜉(𝑢) = 𝜆𝑒−𝜆𝑢, 𝑢 > 0, 𝜆 > 0,

(соответствующая моделирующая формула, полученная из уравнения (1.2), имеет вид
𝜉0 = −(1/𝜆) ln𝛼0 — см., например, раздел 1.4.1 книги [1]) при 𝜆 = 1/2, получаются ши-
роко используемые формулы Бокса — Мюллера [2] для нахождения пары выборочных
значений стандартной гауссовской случайной величины, имеющей плотность распреде-
ления (1.3):

𝜂1 =
√︀

−2 ln𝛼1 sin 2𝜋𝛼2, 𝜂2 =
√︀

−2 ln𝛼1 cos 2𝜋𝛼2, (4.8)

где 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа. К слову, в примерах 1 и 4 (первые
две компоненты вектора (3.33)) также моделировались двумерные изотропные случай-
ные векторы (отличие от вектора (4.6) — другое распределение длины вектора).

В трехмерном случае 𝑑 = 3, по аналогии с примером 2, при попытке моделирования
случайной точки 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), равномерно распределенной в шаре (3.13) согласно

плотности 𝑓𝜉(𝑢, 𝑣, 𝑤) ≡ 3

4𝜋𝑅3
, (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐺(3,𝑅) в декартовых координатах, мы не полу-

чаем эффективных (экономичных) моделирующих формул. По той же аналогии можно
перейти к сферическим координатам (3.14) и вектору (3.16) и с учетом утверждения 1
и соотношения (3.15) получить плотность

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) =
3𝑟2 sin 𝜃

4𝜋𝑅3
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋.

Реализуя выкладки типа (3.9), получаем аналог соотношений (3.10), (3.17), (4.4):

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) = 𝑓𝜌(𝑟)𝑓𝜙(𝜑)𝑓𝜃(𝜃) =

(︂
3 𝑟2

𝑅3

)︂(︂
1

2𝜋

)︂(︂
sin 𝜃

2

)︂
. (4.9)
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Это означает, что компоненты случайного вектора
(︁
𝜌, 𝜙, 𝜃

)︁
, определяемого соотноше-

нием (3.16) (здесь вектор 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)) распределен согласно плотности распреде-
ления (4.1) для 𝑑 = 3), независимы и распределены согласно элементарным плотностям
𝑓𝜌(𝑟), 𝑓𝜙(𝜑) и 𝑓𝜃(𝜃) из соотношения (4.9). Решая соответствующие уравнения (1.2), по-
лучаем моделирующие формулы (3.18) и 𝜌0 = 𝑅(𝛼3)

1/3.
Декартовы координаты выборочного значения 𝜉0 изотропного случайного вектора

𝜉 равны

𝜉
(1)
0 = 𝑅 sin(2𝜋𝛼1)2

√︀
𝛼2(1 − 𝛼2) 3

√
𝛼3,

𝜉
(2)
0 = 𝑅 sin(2𝜋𝛼1)2

√︀
𝛼2(1 − 𝛼2) 3

√
𝛼3, (4.10)

𝜉
(3)
0 = 𝑅(1 − 2𝛼2) 3

√
𝛼3, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ 𝑈(0, 1)

(это аналог формул (3.20)).
Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декар-

товых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} является вычислимым
моделируемым для трехмерного случайного вектора 𝜉 с распределением (4.1).

Используя очевидное равенство ‖𝜉0‖ =

√︂(︁
𝜉
(1)
0

)︁2
+
(︁
𝜉
(1)
0

)︁2
+
(︁
𝜉
(1)
0

)︁2
= 𝜌0 и соотно-

шения (3.18), получаем следующие известные (см., например, раздел 1.10.3 книги [1]),
удобные для практического применения моделирующие формулы для единичного изо-
тропного случайного вектора 𝜔 = (𝜔(1), 𝜔(2), 𝜔(3)) = 𝜉/‖𝜉‖:

𝜔
(3)
0 = 1 − 2𝛼′, 𝜔

(1)
0 =

√︂
1 −

(︁
𝜔
(3)
0

)︁2
sin 2𝜋𝛼′′, 𝜔

(2)
0 =

√︂
1 −

(︁
𝜔
(3)
0

)︁2
cos 2𝜋𝛼′′, (4.11)

где 𝛼′, 𝛼′′ ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа. К слову, в примере 2 также мо-
делировался трехмерный изотропный случайный вектор (отличие от вектора (4.10) —
другое распределение длины вектора).

Отметим определенные трудности построения алгоритма численного моделирова-
ния случайного вектора 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)), распределенного согласно плотности (4.1),
для случая 𝑑 ≥ 4. Практическое применение этого алгоритма могло быть связано с при-
менением утверждения 2 для моделирования достаточно больших наборов выборочных
значений случайной величины, имеющей стандартное нормальное распределение (1.3).
В силу причин, сформулированных ниже, такое моделирование распределения (1.3)
невозможно.

По аналогии со случаями 𝑑 = 2 и 𝑑 = 3 прямое применение алгоритма 1 (в декар-
товых координатах) для моделирования случайной точки, равномерно распределенной
в 𝑑-мерном шаре 𝐺(𝑑,𝑅) для 𝑑 ≥ 4, не дает экономичных моделирующих формул метода
обратной функции распределения для всех компонент этой точки.

По аналогии с дву- и трехмерным случаями применим утверждение 1 и рассмотрим
взаимно-однозначное преобразование Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)), описывающее переход от декар-
товых координат {𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)} к гиперсферическим координатам {𝑟, 𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−1)}.
Обратное к Φ(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)) преобразование определяется формулами (3.22), а якобиан
преобразования выражается формулой (3.23).

Согласно утверждению 1 плотность случайного вектора

(𝜌, 𝜙(1), . . . , 𝜙(𝑑−1)) = Φ(𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)) (4.12)
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(здесь вектор 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)) имеет плотность распределения (4.1)) выражается
в виде

𝑓(𝜌,𝜙(1),...,𝜙(𝑑−1))(𝑟, 𝜑
(1), . . . , 𝜑(𝑑−1)) =

=
Γ(𝑑/2 + 1)𝑟𝑑−1 sin𝜑(2) sin2 𝜑(3) × · · · × sin𝑑−2 𝜑(𝑑−1)

𝜋𝑑/2𝑅𝑑
, (4.13)

0 ≤ 𝑟 < 𝑅; 0 ≤ 𝜑(1) < 2𝜋, 0 ≤ 𝜑(𝑖) < 𝜋, 𝑖 = 2, . . . , 𝑑− 1.

По аналогии с выкладками (3.9) можно представить плотность (4.13) как
произведение

𝑓(𝜌,𝜙(1),...,𝜙(𝑑−1))(𝑟, 𝜑
(1), . . . , 𝜑(𝑑−1)) =

(︂
𝑑𝑟𝑑−1

𝑅𝑑

)︂(︂
1

2𝜋

)︂(︂
sin𝜑(2)

2

)︂(︂
2 sin2 𝜑(3)

𝜋

)︂
× (4.14)

×
(︂

3 sin3 𝜑(4)

4

)︂(︂
8 sin4 𝜑(5)

3𝜋

)︂
× · · · ×

(︃
(𝑖− 1)! sin𝑖−1 𝜑(𝑖)

2𝑖−1Γ2
(︀
𝑖
2

)︀ )︃
× · · · ×

(︃
(𝑑− 2)! sin𝑑−2 𝜑(𝑑−1)

2𝑑−2Γ2
(︀
𝑑−1
2

)︀ )︃
;

здесь использованы следующие известные формулы (см., например,
разделы 3.62, 8.33, 8.38 из книги [4]):

𝜋∫︁
0

sin𝑖 𝑢𝑑𝑢 = 2

𝜋/2∫︁
0

sin𝑖 𝑢𝑑𝑢 = 2𝑖B

(︂
𝑖+ 1

2
,
𝑖+ 1

2

)︂
=

2𝑖Γ2
(︀
𝑖+1
2

)︀
𝑖!

,

B(𝜇, 𝜈) =
Γ(𝜇)Γ(𝜈)

Γ(𝜇+ 𝜈)
, 𝜇 > 0, 𝜈 > 0, Γ(𝑢) = (𝑢−1)Γ(𝑢−1), Γ(𝑖+1) = 𝑖!, Γ(1/2) =

√
𝜋

для натуральных 𝑖; в этих формулах Γ(𝜈) =

+∞∫︁
0

𝑡𝜈−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 — гамма-функция,

а B(𝜇, 𝜈) =

1∫︁
0

𝑡𝜇−1(1 − 𝑡)𝜈−1𝑑𝑡 — бета-функция.

Из соотношения (4.14) следует, что компоненты случайного вектора (4.11) независи-
мы. Однако в отличие от дву- и трехмерного случаев не все частные плотности распре-
деления из разложения (4.14) являются элементарными. Более конкретно, только три
первые плотности дают моделирующие формулы, полученные из уравнений типа (1.2):

𝜌0 = 𝑅 𝑑
√
𝛼1, (4.15)

𝜙
(1)
0 = 2𝜋𝛼2, 𝜙

(2)
0 = arccos(1 − 2𝛼3),

а вот для следующих компонент таких формул вывести не удается; в частности, для ком-
поненты 𝜙(3) уравнение (1.2) имеет вид

2

𝜋

𝜙
(3)
0∫︁

0

sin2 𝑢𝑑𝑢 = 𝛼4 или 2𝜙
(3)
0 − sin 2𝜙

(3)
0 = 2𝜋𝛼4;

последнее уравнение не разрешимо в элементарных функциях относительно 𝜙
(3)
0 .
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Таким образом, мы показали, что преобразование декартовых координат {𝑥(1), . . . ,
𝑥(𝑑)} к гиперсферическим координатам {𝑟, 𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−1)} не является вычислимым мо-
делируемым для случайного вектора 𝜉 размерности 𝑑 ≥ 4 с распределением (4.1).

Тем не менее решение проблемы моделирования случайной точки, равномерно рас-
пределенной в шаре𝐺(𝑑,𝑅), согласно плотности (4.1) для случая 𝑑 ≥ 4 все-таки возможно
благодаря следующим хорошо известным соображениям (см., например, раздел 1.10.3
книги [1]).

Из соотношения (4.13) следует, что случайный вектор (случайная точка) 𝜉, имеющий
плотность распределения (4.1), может быть представлен в виде

𝜉 = 𝜌𝜔, (4.16)

где 𝜔 — единичный изотропный вектор (см. определение 3), а случайная величина 𝜌
(длина ‖𝜉‖ вектора 𝜉) распределена с плотностью 𝑓𝜌(𝑟) = 𝑑𝑟𝑑−1/𝑅𝑑, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅; при этом
случайная величина 𝜌 и случайный вектор 𝜔 независимы.

Для случайной величины 𝜌 из (4.16) имеется моделирующая формула (4.15). Для мо-
делирования вектора 𝜔 для случая 𝑑 ≥ 4 можно применить следующее (обратное
к утверждению 2) утверждение.

Утверждение 3 (см., например, раздел 1.10.2 книги [1]). Если случайные вели-
чины 𝜂(1), . . . , 𝜂(𝑑) независимы и распределены согласно плотности (1.3), то вектор
𝜂 = (𝜂(1), . . . , 𝜂(𝑑)) является 𝑑-мерным изотропным случайным вектором.

Из формул (4.8), (4.15), (4.16) и утверждения 3 можно получить следующий алго-
ритм моделирования 𝑑-мерного случайного вектора 𝜉 = (𝜉(1), . . . , 𝜉(𝑑)), имеющего плот-
ность распределения (4.1).

Сначала рассмотрим случай четной размерности 𝑑.
Алгоритм 3. Пусть 𝑑 = 2𝑘. Реализуем 𝑘 пар значений

𝜂
(1,𝑖)
0 =

√︁
−2 ln𝛼

(𝑖)
1 sin𝛼

(𝑖)
2 , 𝜂

(2,𝑖)
0 =

√︁
−2 ln𝛼

(𝑖)
1 cos𝛼

(𝑖)
2 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 (4.17)

(здесь {𝛼(𝑖)
1 , 𝛼

(𝑖)
2 ∈ 𝑈(0, 1); 𝑖 = 1, . . . , 𝑘} — стандартные случайные числа), и формируем

выборочное значение 𝑑-мерного случайного вектора

𝜉0 = 𝜌0𝜔0, 𝜌0 = 𝑅 𝑑
√
𝛼0, 𝜔0 =

(︃
𝜂
(1,1)
0

‖𝜂0‖
,
𝜂
(2,1)
0

‖𝜂0‖
, . . . ,

𝜂
(1,𝑖)
0

‖𝜂0‖
,
𝜂
(2,𝑖)
0

‖𝜂0‖
, . . . ,

𝜂
(1,𝑘)
0

‖𝜂0‖
,
𝜂
(2,𝑘)
0

‖𝜂0‖

)︃
,

‖𝜂0‖ =

√︂(︁
𝜂
(1,1)
0

)︁2
+
(︁
𝜂
(2,1)
0

)︁2
+ · · · +

(︁
𝜂
(1,𝑖)
0

)︁2
+
(︁
𝜂
(2,𝑖)
0

)︁2
+ · · · +

(︁
𝜂
(1,𝑘)
0

)︁2
+
(︁
𝜂
(2,𝑘)
0

)︁2
.

Для нечетной размерности 𝑑 целесообразно реализовывать сразу два выборочных
значения изотропного случайного вектора 𝜂 по формулам вида (4.17).

5. Моделирование случайных блужданий при решении

краевых задач

Выведенные в предыдущем разделе формулы (4.5), (4.6), (4.10), (4.11) для моделиро-
вания дву- и трехмерных изотропных случайных векторов и точек, равномерно рас-
пределенных в круге и шаре, широко используются для моделирования траекторий об-
рывающихся цепей Маркова (случайных блужданий) при численном решении краевых
задач методом Монте-Карло (см., например, [1, 7, 8]).
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Непосредственное применение этих формул используется при моделировании ите-
рационного процесса блуждания по сферам (см. пример 1 из раздела 5.2.1 и раздел П.1.1
книги [8]), где на каждом (𝑘-м) шаге происходит моделирование случайной точки 𝜁𝑘,
равномерно распределенной на максимальной сфере. Эту сферу можно вписать в вы-
пуклую область 𝐺, в которой решается трехмерная краевая задача, при этом центром
сферы является случайная точка 𝜁𝑘−1, полученная на предыдущем шаге. Центром са-
мой первой сферы является точка 𝜁0 = x̂, в которой нужно вычислить значение реше-
ния 𝜙(x̂) краевой задачи.

Для решения ряда краевых задач рассматривается также итерационный процесс
блуждания по границе (по полусферам) (см., например, раздел 6.3.1 книги [8]), в кото-
ром на каждом (𝑘-м) шаге происходит моделирование случайной точки 𝜃𝑘, равномерно
распределенной на внутренней (по отношению к области 𝐺, где ищется решение зада-
чи) единичной полусфере, построенной на касательной плоскости к гладкой границе
𝜕𝐺 области 𝐺. Кроме того, рассматривается проведение луча между точкой касания
𝜁𝑘−1 ∈ 𝜕𝐺, полученной на предыдущем шаге, и смоделированной точкой 𝜃𝑘 до пересече-
ния с границей 𝜕𝐺 — эта точка обозначается 𝜁𝑘 ∈ 𝜕𝐺. Центром упомянутой полусферы
является точка 𝜁𝑘−1 ∈ 𝜕𝐺. Центром самой первой полусферы является точка 𝜁0 = x0

границы 𝜕𝐺, ближайшая к точке x̂, в которой нужно вычислить значение решения 𝜙(x̂)
краевой задачи.

Что касается моделирования точки �̃�, равномерно распределенной на единичной
полусфере {(𝑢, 𝑣, 𝑤) : 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 = 1, 𝑤 ≥ 0}, то следует получить выборочные

значения
(︁
𝜔
(1)
0 , 𝜔

(2)
0 , 𝜔

(3)
0

)︁
компонент единичного трехмерного изотропного случайно-

го вектора 𝜔 = (𝜔(1), 𝜔(2), 𝜔(3)) по формулам (4.11), и если 𝜔
(3)
0 ≥ 0, то положить

�̃�0 =
(︁
𝜔
(1)
0 , 𝜔

(2)
0 , 𝜔

(3)
0

)︁
, иначе �̃�0 =

(︁
−𝜔(1)

0 ,−𝜔(2)
0 ,−𝜔(3)

0

)︁
(см. раздел П.1.2 книги [8]).

При решении краевых задач используется также процесс блуждания по цилиндрам
(см. пример 4 из раздела 5.2.1 книги [8]). При его реализации используется тот факт,
что преобразование декартовых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к цилиндрическим координатам
{𝑟, 𝜑, 𝑧} (см. соотношение (3.31)) является вычислимым моделируемым для трехмерно-
го случайного вектора 𝜉, равномерно распределенного в цилиндре 𝐶(𝑅,𝐻) (см. соотно-
шение (3.28)).

Соответствующие моделирующие формулы легко получаются по аналогии с рассуж-
дениями из примеров 2 и 4 (см. также формулы (4.5), (4.6)) и имеют вид, аналогичный
формулам (3.33):

𝜉
(1)
0 = 𝑅

√
𝛼1 sin 2𝜋𝛼2, 𝜉

(2)
0 = 𝑅

√
𝛼1 cos 2𝜋𝛼2, 𝜉

(3)
0 = 𝛼3𝐻, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1).

Аналогом блуждания по сферам является итерационный процесс блуждания по эл-
липсоидам (см. пример 2 из раздела 5.2.1 книги [8]).

Здесь для моделирования случайной точки �̃�, распределенной на “единичном” трех-
мерном эллипсоиде 𝐸 = {(𝑢, 𝑣, 𝑤) : 𝑢2/𝑎 + 𝑣2/𝑏 + 𝑤2/𝑐 = 1, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0},
используются формулы �̃�0 =

(︁√
𝑎𝜔

(1)
0 ,

√
𝑏𝜔

(2)
0 ,

√
𝑐𝜔

(3)
0

)︁
, где

(︁
𝜔
(1)
0 , 𝜔

(2)
0 , 𝜔

(3)
0

)︁
— это выбо-

рочные значения компонент единичного трехмерного изотропного случайного вектора
𝜔 = (𝜔(1), 𝜔(2), 𝜔(3)), реализованные на компьютере по формулам (4.11).
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При этом распределение случайной точки �̃� не является равномерным; соответству-
ющая плотность распределения равна

𝑓�̃�(𝑢, 𝑣, 𝑤) =
1

4𝜋
√
𝑎𝑏𝑐
√︀

(𝑢/𝑎)2 + (𝑣/𝑏)2 + (𝑤/𝑐)2
, (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸,

(см. раздел П.1.3 книги [8]).

6. Моделирование анизотропных распределений

на трехмерной сфере

Вернемся к замечанию 2 из раздела 3 данной статьи о том, что создание содержа-
тельных иллюстративных или прикладных примеров распределений на многомерных
шарах (3.21) при 𝑑 > 3, для которых вычислимыми моделируемыми преобразованиями
оказываются переходы к гиперсферическим координатам (обратные к (3.22)), затруд-
нено тем обстоятельством, что “угловые” переменные 𝜑 = {𝜑(1), . . . , 𝜑(𝑑−2)} не допус-
кают компактного описания через переменные {𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑑)}. На самом деле описание
этих углов через декартовы координаты обнаруживается уже для размерностей 𝑑 = 2
и 𝑑 = 3.

Так, для двумерного случая описание полярного угла 𝜑 из соотношения (3.5) может
выглядеть как

𝜑 =

⎧⎪⎨⎪⎩
arccos

𝑣√
𝑢2 + 𝑣2

при 𝑣 ≥ 0,

2𝜋 − arccos
𝑣√

𝑢2 + 𝑣2
иначе.

Еще более сложным является описание азимутального угла 𝜑 из соотношения (3.14)
для трехмерного случая.

Отметим, однако, что для того же трехмерного случая при построении описаний
и моделирующих формул, основанных на соотношениях (3.14), для зенитного угла 𝜃 нам
требуется выражение только для cos 𝜃 (при этом sin 𝜃 =

√
1 − cos2 𝜃, так как 𝜃 ∈ [0, 𝜋)),

а для этого косинуса имеется относительно компактная формула

cos 𝜃 =
𝑤√

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2
. (6.1)

Для изотропного трехмерного случайного вектора рандомизированные азимуталь-
ный угол 𝜙 и косинус зенитного угла cos 𝜃 имеют равномерные распределения на полу-
интервалах [0, 2𝜋) и (−1, 1] соответственно (3.18).

На практике для моделирования “анизотропных” (неравномерных) распределений
в трехмерном шаре (3.13) и на соответствующей сфере для cos 𝜃 вида (6.1) выбираются
распределения, отличные от равномерного (при этом распределение для 𝜙 остается
равномерным).

Приведем соответствующие содержательные (с точки зрения практических прило-
жений) примеры.
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Пример 5. Пусть требуется построить алгоритм численного моделирования трех-
мерной случайной величины (вектора) 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), распределенной согласно
плотности

𝑓𝜉(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝜅 exp

(︂
𝜅𝑤√

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︂
4𝜋𝑅3 sinh𝜅

при (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐺(3,𝑅), 𝜅 = const > 0,

0 иначе

(6.2)

в трехмерном шаре (3.13).
Несложно проверить, что по аналогии с примером 2 в декартовых координатах

{𝑢, 𝑣, 𝑤} прямое применение алгоритма 1 для моделирования рассматриваемого случай-
ного вектора 𝜉 не дает экономичных моделирующих формул метода обратной функции
распределения для всех компонент этой точки.

Переход к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} с учетом вида обратного преобразо-
вания (3.14) и его якобиана (3.15) дает следующий вид плотности случайного векто-
ра (3.16) и его разложения (3.17) для заданного распределения (6.2):

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) =
3𝑟2𝜅𝑒𝜅 cos 𝜃 sin 𝜃

4𝜋𝑅3 sinh𝜅
=

(︂
3 𝑟2

𝑅3

)︂(︂
1

2𝜋

)︂(︂
𝜅𝑒𝜅 cos 𝜃 sin 𝜃

2 sinh𝜅

)︂
,

где 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋.

Это означает, что компоненты случайного вектора
(︁
𝜌, 𝜙, 𝜃

)︁
, определяемого соотно-

шением (3.16), независимы и распределены согласно элементарным плотностям; соот-
ветствующие моделирующие формулы имеют вид

𝜙0 = 2𝜋𝛼1, cos 𝜃0 =
ln (𝑒𝜅 − 𝑒𝜅𝛼2 + 𝑒−𝜅𝛼2)

𝜅
, 𝜌0 = 𝑅 3

√
𝛼3,

где 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа.
В декартовых координатах

𝜉
(1)
0 = 𝜌0 sin𝜙0 sin 𝜃0, 𝜉

(2)
0 = 𝜌0 cos𝜙0 sin 𝜃0, 𝜉

(3)
0 = 𝜌0 cos 𝜃0, (6.3)

где sin 𝜃0 =
√︀

1 − cos2 𝜃0.
Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декар-

товых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} является вычислимым
моделируемым для трехмерного случайного вектора 𝜉 с распределением (6.2).

Формулы (6.3) для 𝜌0 ≡ 𝑅 используются в работе [9] для построения специальной
версии блуждания по сферам (см. предыдущий раздел данной статьи) с неравномерным
распределением точек, моделируемых на сферах, которая используется при моделиро-
вании диффузии со сносом. В этой же работе [9] отмечено, что используемое здесь
распределение для cos 𝜃 с элементарной плотностью

𝑓𝜃(𝜃) =
𝜅𝑒𝜅 cos 𝜃 sin 𝜃

2 sinh𝜅
, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋,

известно в англоязычной литературе под названием “распределение Мизеса — Фишера”.
Описание примера 5 закончено.

Пример 6. Пусть требуется построить алгоритм численного моделирования трех-
мерной случайной величины (вектора) 𝜉 = (𝜉(1), 𝜉(2), 𝜉(3)), распределенной согласно
плотности
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𝑓𝜉(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3 (1 − 𝑐20)

4𝜋𝑅3

(︂
1 + 𝑐20 − 2𝑐0

𝑤√
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︂3/2
при (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝐺(3,𝑅),

0 иначе

(6.4)

в трехмерном шаре (3.13).

Несложно проверить, что по аналогии с примерами 2 и 5 в декартовых координатах
{𝑢, 𝑣, 𝑤} прямое применение алгоритма 1 для моделирования рассматриваемого случай-
ного вектора 𝜉 не дает экономичных моделирующих формул метода обратной функции
распределения для всех компонент этой точки.

Переход к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} с учетом вида обратного преобразо-
вания (3.14) и его якобиана (3.15) дает следующий вид плотности случайного векто-
ра (3.16) и его разложения (3.17) для заданного распределения (6.4):

𝑓(𝜌,𝜙,𝜃)(𝑟, 𝜑, 𝜃) =
3 (1 − 𝑐20) 𝑟

2 sin 𝜃

4𝜋𝑅3 (1 + 𝑐20 − 2𝑐0 cos 𝜃)
3/2

=

(︂
3𝑟2

𝑅3

)︂(︂
1

2𝜋

)︂
𝑓𝜃(𝜃),

где

𝑓𝜃(𝜃) =
(1 − 𝑐20) sin 𝜃

(1 + 𝑐20 − 2𝑐0 cos 𝜃)
3/2

и 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋. (6.5)

Это означает, что компоненты случайного вектора
(︁
𝜌, 𝜙, 𝜃

)︁
, определяемого соотноше-

нием (3.16), независимы и распределены согласно элементарным плотностям; соответ-
ствующие моделирующие формулы имеют вид

𝜙0 = 2𝜋𝛼1, cos 𝜃0 =
1

2𝑐0

[︃
1 + 𝑐20 −

(︂
1 − 𝑐20

𝑐0 + 1 − 2𝑐0𝛼2

)︂2
]︃
, 𝜌0 = 𝑅 3

√
𝛼3, (6.6)

где 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ 𝑈(0, 1) — стандартные случайные числа. В декартовых координатах
имеем соотношения (6.3).

Таким образом, мы показали, что согласно определению 2 преобразование декар-
товых координат {𝑢, 𝑣, 𝑤} к сферическим координатам {𝑟, 𝜑, 𝜃} является вычислимым
моделируемым для трехмерного случайного вектора 𝜉 с распределением (6.4).

Формулы (6.3), (6.6) для 𝜌0 ≡ 1 широко используются для моделирования анизо-
тропного рассеяния частиц (“фотонов”) при столкновении с элементами вещества в за-
дачах переноса излучения (см., например, [1, 6]). В этих задачах рассматривается ло-
кальная сферическая система координат в каждой точке столкновения и 𝜃 обозначает
случайный угол между направлениями прямолинейного движения фотона до и после
столкновения с элементом вещества (см., например, раздел 6.2.1 книги [1]).

Для моделирования анизотропного рассеяния используется распределение (6.5), ко-
торое носит название индикатриса Хеньи — Гринстейна (см., например, раздел 1.4.1
книги [1]). Важной особенностью этого распределения является то, что математиче-
ское ожидание косинуса угла 𝜃 равно параметру 𝑐0, т. е. E cos 𝜃 = 𝑐0. Если 𝑐0 . 1,
то угол 𝜃0, как правило, невелик и происходит “рассеяние вперед”. Если же 𝑐0 & −1, то
угол 𝜃0 близок к 𝜋 и моделируется “рассеяние назад” (отражение). Описание примера 6
закончено.
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Заметим, что для упомянутых в примерах 5 и 6 приложений радиус 𝜌0 фиксиро-
ван, и поэтому то обстоятельство, что в этих примерах для случайного радиуса 𝜌 рас-
сматривалось степенное (квадратичное) распределение (как в случае моделирования
равномерной точки в шаре — см. формулы (4.9), (4.10)), не является принципиальным
(можно было взять другие распределения — как в примерах 1, 2 и 4).

Заключение

Введено понятие вычислимого моделируемого преобразования декартовых координат
для случайного вектора. Такие преобразования расширяют возможности построения
эффективных (экономичных) алгоритмов численного моделирования многомерных слу-
чайных величин.

Сформулирована проблема поиска примеров конструктивных, полезных для практи-
ческих применений вычислимых моделируемых преобразований декартовых координат.

В качестве содержательных иллюстративных и прикладных примеров таких преоб-
разований рассмотрены переходы к полярным, сферическим и цилиндрическим коорди-
натам (при моделировании случайных точек, распределенных в круге, шаре и цилиндре
соответственно), а также к параболическим координатам (при моделировании случай-
ных точек, распределенных в двумерных областях с “параболическими” границами).

Благодарности. Работа выполнена в рамках государственного задания
ИВМиМГ СО РАН (проект � 0315-2019-0002).
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Abstract

The purpose of the paper was to expand the range of efficient (economical) computer algorithms
for simulation of multi-dimensional random variables.

The authors noticed that in a number of applied problems (for example, when modelling two-
or three-dimensional isotropic vectors), transitions from Cartesian to other coordinate systems (for
example, to polar or spherical) are effective.

In this regard, the new generalizing notation of the computable simulated transformation of
Cartesian coordinates is introduced in the paper. Such transformations allow constructing effective
(economical) algorithms for the numerical modelling (simulation) of multi-dimensional random
variables.

The problem of finding examples of constructive and practical applications for computer
simulated transformations of Cartesian coordinates is formulated.

Transitions to polar, spherical, parabolic and cylindrical coordinates are considered as illustrative
examples of such transformations.

The practical applications of computable simulated transformations of Cartesian coordinates
found in the scientific literature are described in detail by the authors. These applications are
associated with both computer modelling (simulation) of isotropic vectors and Gaussian distribution
along with the numerical solution of boundary value problems and problems of radiation transfer.

Thus, the introduced notion of the computable simulated transformations of Cartesian
coordinates is quite constructive. It opens up prospects for the scientific search for new
transformations of this type with the aim of using them in stochastic computer models for important
processes and phenomena.

Keywords: numerical simulation of multi-dimensional distributions, transformations of random
vectors, computable simulated transformation of the Cartesian coordinates.
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